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In this paper a spline interpolation problem for functions of several variables,
given by a Taylor expansion with integral remainder, is completely solved.

EINLEITUNG

Es sei I ein abgeschlossenes, endliches Intervall der reellen Achse R.!
Es bezeichne C™(I) den Vektorraum der m-mal stetig differenzierbaren,
reellwertigen Funktionen auf 1. Fir 1 < meN sei

K2m(]) .= { fe C(I): fm-1 absolut stetig und f(™) € L¥T)}.

Der Vektorraum K2™(I) wurde von Schoenberg [18] eingefiihrt. Es hat sich
gezeigt, daB dieser Vektorraum fir die Behandlung der Spline-Funktionen
einer Verinderlichen sehr geeignet ist (vgl. z.B. Schempp [14] und Scheffold
[12]). Ziel vieler Versffentlichungen war daher eine Verallgemeinerung dieses
Raumes auf Teilmengen 2 des R™. Doch beschrinken sich die meisten
Autoren auf ganz spezielle Teilmengen £2 des R? wie z.B. auf Rechtecke und
sogenannte L~ und 7-férmige Mengen (vgl. Delvos—Schlosser [2], Mansfield
[4-7], Nielson [8], Ritter [9] oder Sard [10]).

In Schlosser [15] und Kosters-Schlosser [3] wird fiir eine Klasse von
Teilmengen £2 des R? ein Spline-Funktionenraum K™"(£2) betrachtet, der
fiur gewisse 2 CR? einige der vorher erwdhnten R#ume als Spezialfall
enthalt.

1 Mit N bzw. C bezeichnen wir die Menge der natiirlichen bzw. komplexen Zahlen.
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In der vorliegenden Arbeit behandeln wir eine Verallgemeinerung des
von Schlosser [15] eingefiihrten Spline-Funktionenraumes auf Teilmengen
Q2 CR” (n > 1) mit einer gewissen “Quadereigenschaft”. In diesem Rahmen
untersuchen wir dann die Spline-Interpolation mit Spline-Funktionen
mehrerer Veranderlicher.

Im 1. Kapitel fiihren wir den Spline-Funktionenraum K™(£2) (22 C R~,
m = (my ..., my,)) ein. Das 2. Kapitel befaBBt sich mit der Interpolation in
diesem Funktionenraum. Im dritten Kapitel untersuchen wir die Approxi-
mation von Linearformen im Sinne von Sard. Wir beweisen dabei
eine  ““Peanokern-Darstellung” und einen Approximationssatz vom
Schoenberg’schen Typ.Im 4. Kapitel geben wir eine Methode zur Bestimmung
der Spline-Interpolierenden an und im abschlieBenden 5. Kapitel ver-
anschaulichen wir unsere Methode am Beispiel der Spline-Interpolation auf
der Einheitskreisscheibe.

1. Der RAUM K™(£2)

Im folgenden sei £2 immer eine nichtleere, nicht einpunktige, kompakte
Teilmenge des R” (n € N fest), welche die folgende “lokale Quadereigenschaft™
(Q) besitzt:

Es existiert in 2 ein Punkt z = (z, ,..., z,), so daB fiir alle von z verschiedenen
Punkte x = (xy ,..., X,) in £ der von x und z aufgespannte, achsenparallele,
n-dimensionale Quader in £ enthalten ist.

Bezeichnen wir fiir zwei verschiedene reelle Zahlen r, und r,die Verbindungs-
strecke mit | 7, , r, |, so bedeutet die Eigenschaft (Q):

Es gibt ein z € £2, so daf}

—.

| x;,z, ] CL fur alle x € £2 gilt.

i=1

I

Zum Beispiel besitzen alle n-dimensionalen Kugeln und alle n-dimensionalen,
achsenparallelen Quader die Eigenschaft (Q).

Es sei m = (my ,..., m,) € N” (also m; > 1) ein Multiindex und J eine
nichtleere Teilmenge der Menge {l,..., n} mit Komplement Je¢. Mit p,
bezeichnen wir dann die Projektion des Raumes ®R” auf den Produktraum
TTics R; mit R, = R fir alle i:

R 3 x > p)(x) = (X)ics -

Fiir p,(x) bzw. p,(£2) schreiben wir kurz x, bzw. 2, . Dann ist offensichtlich



244 SCHEFFOLD UND SCHLOSSER

£, eine kompakte Teilmenge des Produktraumes [],.; R; , welche beziiglich
des Punktes z;, die Eigenschaft (Q) besitzt.

Die Menge der Mulitiindizes sei im folgenden immer mit der iiblichen
koordinatenweisen Ordnung versehen, d.h., es ist genan dann m < m’,
wenn m; << mj fiir 1 <i < nist.

Mit 1 bezeichnen wir den Multiindex, der aus n Einsen besteht. Ent-
sprechend x; ist m; = (m,);e; fiir m e N*. Wie iiblich schreiben wir | J |
fiir die Anzahl der Elemente der Teilmenge J.

Fiir g, x € R* und fe LYR") sei per definitionem

n max(a,,z,)

f:l f:ﬂ f(s) ds := [] sign(x; — a;) -

i=1 min(qy,x,)

max(a,,z,)

- f fis) ds,

min(g,,2,)

wobei sign(u) = 1 fiir 0 < ue R und sign(u) = —1 fiir 0 > u e R ist.
Aus der Integratlonstheone bendtigen wir das folgende Lemma:

LemMmA 1.1. Es sei a, x e R®, peN®, £, fe L{R") N L(R"),

g(x) :== J. J.% n ((xl 5" ____) f(s) ds,

an i=1

hm:fmfmm,

und
h(x) = f:l f:f(s) ds.

Dann gilt:

(@) Fiir 0 < p < p besitzt g stetige, von der Differentiationsreihenfolge
unabhdngige p-te partielle Ableitungen auf ganz R™.

Es ist
() = f LE@P“M%T*TMﬂ

d.h., es darf unter dem Integralzeichen differenziert werden.

(B) Aus h(x) = k(x) fir alle x € R folgt f = f fast iiberall im Sinne
des Lebesgue-Mapes.
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Beweis. Zu(a): Essei ] <j<nund 0 < p; . Durch Anwendung
des Satzes von Fubini erhilt man:

gx) = f@pww—«g [T (G = 507 L) 7 d [ 5) ds,

Gy 455 i#jf 1%

—fm—m% r k() ds;

wobei k(s;) fast Giberall gleich einer integrierbaren Funktion aus LYR) ist.
Fiir variables x; und festgehaltene x; mit i = j folgt dann

oig Yy — )"
_ -————"——"-k 7 d]‘ S. 1, 5.9 .
g O = [ ST K@) s 611,59

Setzt man fiir k(s;) wieder das entsprechende Integral ein, so ergibt sich
(xz - S;) b — 5™
6x“f( ) _J. Ln ],—Il (P f‘LJ)' f(S)ds

1]

Hieraus erhédlt man, daB g p-te partielle Ableitungen der angegebenen
Gestalt besitzt.
Fir x, y e R* gilt

g(u)(x) - g(u)(y) = (g(u)(xl sesey xn) - g(u)(yl s Xg 5eees xn))

+ (g(u)(yl » X2 5000y xn) - g(“)(yl > J’2 5 X3 yeeey xn))

+ o + (g(u)(yl s yZ EIXE yn-l ’ xn) - g(u)(yl seeesy yn))
Da TT;; (x; — s)%/( p; — w;)! stetig und fe LXR") ist, erhilt man durch
Anwendung der Holderschen Ungleichung, daB die Absolutbetrige der
einzelnen Klammerausdriicke beliebig klein gemacht werden kénnen, falls

nur die Punkte x und y hinreichend nahe beieinander liegen. Die partiellen
Ableitungen sind also stetig.

Zu (B) Sei a;,b;¢R mit a; <b;, (1 <i<n) Dann liBt sich
f - f f(s)ds als endliche Summe von Ghedern der Form () A(xy)
darstellen z.B. gilt fiir n = 2:

J_lu sz S(s)ds = h(ay,, ay) — h(ay , by) — k(b , as) + h(b, , b,).

Ist nun A(x) = A(x) fiir alle x € R®, so erhalten wir

f f fis) ds = j [ sy s

T
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Hieraus folgt aber, daB auf der o-Algebra der Lebesgue-mefBbaren Mengen
des R” die signierten MaBe mit den Dichten £ und £ beziiglich des Lebesgue-
MaBes identisch sind. Dann stimmt aber bekanntlich f fast tiberall mit f
liberein.

Mit Hilfe der vorhergehenden Bezeichnungen definieren wir nun den
Funktionenraum K™(2) wie folgt:

DerntTioN 1.2, Eine auf ganz R” definierte reellwertige Funktion f
gehort zu K™(2), wenn sie folgende “Taylorentwicklung mit Integral-
gliedern™ besitzt:

= % e m

ogpgm—1 =1 pi!

X X: — 8;
_+_ z H ( z) J‘ f ( i 8 : f (ch) dSJc
0L o my—1; teJ z; i€1°VY2; jejc (m, )
1gI|gn—-1

+J fmn n (xZ — z) - fm(S) ds,

Zn i=1

wobei ¢, € R, o, € L2 (]—[ R,),fm e L¥R"),

ieJe
fo, = 0 auBerhalb ,. und f,, = 0 auBerhalb £ ist.

Es scheint, daBl der Raum K™(£2) als ein spezieller Sobolev-Raum auf-
gefafit werden kann. Da die folgenden Untersuchungen iiber K™(£2) mit ein-
fachen Mitteln aus der Analysis angestellt werden kénnen, wird auf den
Versuch verzichtet, die nicht jedermann vertraute Theorie der Sobolev-
Réume heranzuziehen.

Setzt man

i

ka(xs J =] (Xl_ 2~ I1 ()z:nz—_f]y >

ieJ i€J¢

so lassen sich die Funktionen fe K™(£2) mit Hilfe der GréBen ¢, , f», und
fm in der folgenden Form darstellen:

= 3 %H““”

0LPLm—1 i=1 Pi:

T4

S 0 £ 00 ds

0P Cmy—iy

1 <n—1
— )mz
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Ist U eine offene, nichtleere Teilmenge des R, so versteht man unter C™(U)
die Menge aller stetigen, reellwertigen Funktionen f auf U, welche fiir
0 <p <m stetige, von der Differentiationsreihenfolge unabhingige,
partielle Ableitungen f® auf U besitzen. Mit C™({2) bezeichnen wir nun
die Menge aller auf £ stetigen, reellwertigen Funktionen f, zu denen jeweils
eine die Menge £ enthaltende, offene Menge U; existiert, so daB f eine
Fortsetzung f auf U, besitzt, welche zu C™(U;) gehort.

Der nichste Satz zeigt, daB die Funktionen aus C™(£2) in gewisser Hinsicht
als Funktionen aus K™(£2) aufgefafit werden konnen.

SATZ 1.3. Jede Funktion fe C™(2) besitzt eine Fortsetzung fe K™(0).
Umgekehrt gehirt die Restriktion jeder Funktion g € K™(Q) zu C™ Q).

Beweis. Essei fe C™(£2). Wir zeigen durch Induktion nach der Dimension
n, daBB f auf 2 die folgende Taylorentwicklung mit Integralrestgliedern
besitzt:

SOy gy xp) = Z f(z) ﬁ h(’ﬂ_;_'fﬁ
(p,; ’ ch)
o[ f (5 5,0 £z 5, dy

0P <my—1y z; tel’

1¢jIign—1
o (xi - i m
_l_ J J;n 11—11 (n7 1)' f( )(S) dS

wobei f P)(z) die p-ten partiellen Ableitungen von fan der Stelle z bedeuten.

Es sei n = 1. Dann ist £2 ein abgeschlossenes Intervall [a, b). Fiir z € [a, b]
und eine m-mal stetig differenzierbare Funktion fe C™([a, b)) gilt bekanntlich
die folgende Taylorentwicklung mit Integralrestglied:

m—1 X — x — 5 m—1
109 =% o Co 2 [T o as
Es sei nun 2 CR* und x = (x;, Xp 5.0y Xpyq) € 2. HAlt man x;, X, ,..., X,
fest, so gilt

(1) f(—xl seeey _X'n s xn+1)
(O,..., O, pn+1)
— Z f(xl yeees X o Z"+l) (xn+1 Z,;_'_1
0<Pp 11 <My 1 Prni?
0,..., 0, my,4)

it (xn+1 — Snﬂ)m"“"l
X o X S ds .
J;nq—l (mn+1 - ])' f( 1oeees Anoy n+l) n41

)1),,+1
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(O:"-a 07 pn+1) -
Sei hy (X150 Xn) 1= f(Xg ey Xn s Znyn)y S0 = {l,ee i} und 2 := p,(Q).
~ (Prses ) (Prseeos Prs Pnsd)
Dann ist h,  €C™- ma)({2) und hy,, (%1 5o Xn) = f(Xy 50y X s Znin)-
Ferner ist fir jedes s,.; €p.{(£2) die Funktion hs, (X150 Xp) 1=
©....,0,m, ) _
F(Xq ey Xy 5 Spiy) AUS CUPLma)(£D),

Wir nehmen nun an, fir die Dimension » sei die Existenz der behaupteten
Taylorentwicklung bewiesen. Setzt man jetzt die nach Induktionsannahme
existierenden Entwicklungen von hy, ., und hs,  in die Darstellung (1) ein
und beachtet man, daB

PLysn + 1)) = P({1,.., i) U{SU {n + 1}: Se Z({L,..., n})}

ist, so erhdlt man die gewlinschte Taylorentwicklung von f auf £.

Setzt man die in dieser Taylorentwicklung auftretenden partiellen
Ableitungen von f auBerhalb £ gleich Null, so definiert nunmehr die Taylor-
entwicklung von f'eine Funktion fauf ganz R”, welche eine Fortsetzung von f
ist und zu K™(£2) gehort.

Es sei nun fe K™(£2) durch eine Taylorentwicklung gegeben. Nach
Lemma 1.1 besitzt f auf ganz R" stetige partielle Ableitungen p-ter Ordnung
fiir 0 <p <m — 1. Es gilt®

mo(xg — z)" (x; — z)"™™
FOx) = ¢ + S —2z) 7
0<p§m..l ? 11;[1 (pz - ""z)' OQPJEWJ'JJ 1,];[] (pz - P’z)'
LW gn—-1

% fxi J'aci l‘[ (x; — Si)mi‘l_u_i pr(Sﬁ) dSJc

z; iel°Va, eje (mz —1 - F“z)'

I f f H (x; — s)’":)' Fs) ds.

n i=1 (ml - 1 -
Es ist also die Restriktion von fauf Q aus C-1((2), Q.E.D.

Aus der vorher angegebenen Darstellung der u-ten partiellen Ableitung
von f 14Bt sich sofort das folgende Korollar ableiten:

FUr py > p; st (x; — z)P#)(p; — p)! 1 =0.
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KOROLLAR 1.4. Sei fe K™(£2) mit der Darstellung

f= 3 cpflg;,z-i

ogpgm~1 i=1 Di:

+ 3 f f ey (X5 5,2) £, (550) dlsye
0Kp <my—1; " %4 iet®
1< <n—1

+ f J" o " ()CZ — Si);n)‘!wl_. Jul(s) ds.

2 g=1

Dann gilt:
D f2)=c firos<p<m—1

(I"J s Mye — 110) x; x;
(i) f(z,, x,) — f o j L f51) dsge F €y

Jir JC{lLmpy 1 <1J] <n—1und0 < py <my— 1.

(iii) fomV(x) = J‘xl J.x"fm(s) ds + Cpy

* fz‘ ,Gﬂf my—1; (sﬂ) dSJa .

1<|J[<n—1

Satz 1.5, Es sei fe K™£2). Dann ist die Taylorentwicklung von f im
Sinne von 1.2 eindeutig bestimmt, d.h., die Grofen c,, , f,, und f,, sind eindeutig
bestimmt, konnen daher als ““Koordinaten” von f aufgefaft werden.

Beweis. Die Eindeutigkeit der ¢, folgt aus Korollar 1.4(i)). Aufgrund der
Eindeutigkeit der ¢, geniigt es, zum Nachweis der Eindeutigkeit der f,,
nach 1.4(i) folgendes zu zeigen: Aus g, g € [R"), zeR* und
jfl‘ e fergi(s) ds = j:: v fovgy(s)ds fir alle xeR™ folgt g =g, fast
iiberall. Dies ist aber gerade die Aussage von Lemma 1.1(8).

Aufgrund der Eindeutigkeit der ¢, und f, folgt aus Korollar 1.4(iii) mit
derselben Uberlegung die Eindeutigkeit von fm . Q.E.D.

Der Funktionenraum K™(£2) ist offensichtlich ein reeller Vektorraum.
Wir fiihren nun auf K™({2) folgende Norm ein:

<m-—1

0,0 < p
<|JI<n—=1,0Kp; <my — 1

171 = max {[ify, llu : 1
Hfm HH
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wobei || ||, die Supremumsnorm auf £ und | |y die L2-Norm in den
jeweiligen Integrationsrdumen bedeutet. Die Normeigenschaften der
Abbildung f+> || f1 lassen sich leicht nachweisen, z.B., || f]j = 0 hat zur
Folge, daB alle Koordinaten von f Null sind, was aber f = 0 bedeutet.

SaTZ 1.6. Der Vektorraum K™(§2) mit der Norm | f| ist ein reeller
Banachraum.

Beweis. Sei (f,) eine Cauchy-Folge. Dann bilden die einzelnen
Koordinaten Cauchy-Folgen in den vollstindigen Koordinatenrdumen. Die
Funktion fe K™(£2), welche als Koordinaten gerade die Grenzwerte der
Koordinatenfolgen besitzt, ist dann Limes der Folge (f,).

Satz 1.7. Der starke Dual K™(§2) besteht genau aus den Linearformen
y der folgenden Gestalt: Fiir f = (cy , f, » f) Ist

D= L[ 170 dpy)

ogpgm—1 ¥ 8

Y [, g ded [ f g,

1gpymy—1; " 24e
1|7 gn—1
wobei p,, Radonmap auf 2, g, € LX£2,0), und g, € L¥(£2) ist.

Beweis. Es sei 4,:= C(£)* fir 0 <p<m—1 und H, := L&)
fir 1 <|J| <n—1und 0 < p, < m; — 1,. Ferner sei der Produktraum

X:= [l % x Il H, xL¥R)
o pgm—1 0P, <my—1y
1< gn—1

mit der Maximumsnorm versehen. Wir betrachten nun die Abbildung
@ von K™(£2) in X, welche durch

o() = ( I1 72 x T1 fo % Jo)

ogPm—1 0P my—1y

1|1
fiir alle fe K™(Q) definiert ist. Dann ist @ eine isometrische Einbettung von

K™($2) in X.

Sei nun y eine stetige Linearform auf K™(Q). Dann ist y - @ eine stetige
Linearform auf &(K™(2)) C X, welche nach dem Satz von Hahn-Banach
eine stetige lineare Fortsetzung auf ganz X besitzt. Diese Fortsetzung 148t

3 Mit C(f2) bezeichnen wir den Banachraum der reellwertigen stetigen Funktionen auf
2, versehen mit der Supremumsnorm.
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sich aber bekanntlich in der im Satz angegebenen Form darstellen. Hieraus
folgt

W) =y @) = T [ F7 du)

opm—1

+ Sp, 8 d(Xs) 4 | S gmdx
1<pJ§nJ—IJ fﬂjc A ffz
1< gn—1
fiir all fe K™(£2).
Die Umkehrung ist trivial.

Bemerkung. Dal die Menge 2 die lokale Quadereigenschaft (Q) besitzt,
haben wir nur gefordert, um Satz 1.3 beweisen zu kdnnen. Verzichtet man
auf die Aussage des Satzes 1.3, so kann man bei der Definition von K™(£2)
als £ jede kompakte, nichtleere Teilmenge des R® wihlen. Die Eigenschaft
(Q) ist fiir alle Ergebnisse dieser Arbeit, ausgenommen Satz 1.3,
bedeutungslos.

2. SPLINE-INTERPOLATION IN K™((2)

In diesem Abschnitt behandeln wir das Problem der Spline-Interpolation
in K™(£2) im Rahmen der von Scheffold [12] entwickelten Spline-Theorie.
Dazu betrachten wir die Hilbertraumsumme

Hi= @ H,®L®),

OgLpy<my—1y
1l |<n-1

versehen mit dem kanonischen inneren Produkt

Sou= Y  (fo8)+ D

ng‘,gmj—l‘,

1T |gn—-1
Ist nun L diejenige Abbildung von K™(£2) nach H, welche jedem fe K™(£2)
seine “Koordinaten” in H zuordnet, also

L) =, Docnyemyt, s Fod

1| gn—1

so wird durch (f; g) :== (Lf, Lg)y mittels Strukturtransport eine positiv
semidefinite Hermitesche Form auf K™({2) definiert.

Um dieselben Bezeichnungen wie in Scheffold [12] zu erhalten, setzen
wir E := K™(2) und p(f) := (f, /L2 fiir alle fe K™(Q). Dann ist p eine
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Halbnorm auf E mit Nullraum N := p~%(0) (= Kern L). Es gilt offensichtlich

N=1feK™Q):fx)= Y c,ﬁgc"%'z—"ﬁfﬁrallexeﬂ%n.

opgm~—1 i=1

Der Teilraum
M:={feK™):c, =fP@)=0fir0 <p <m—1}

ist ein algebraisches Komplement des endlich dimensionalen Teilraumes
N von E. E ist also algebraische direkte Summe von M und N.

Die Restriktion der positiv semidefiniten Hermiteschen Form (f, g) :=
(Lf, Lg)y auf den Teilraum M definiert ein inneres Produkt auf M, das
kanonische innere Produkt auf M. Ferner ist der Quotientenraum £ := E/N,
versehen mit dem kanonischen inneren Produkt ( £, §) := (f, g), ein Prihilbert-
raum.

Die Prihilbertriume M und E sind offensichtlich isomorph. Da die
Einschrinkung L,, der Abbildung L auf den Teilraum M ein Hilbertraum-
isomorphismus zwischen M und H ist, sind also M und E sogar vollstindig,
also Hilbertraume.

Aus der Definition der Norm auf dem Banachraum FE (:= Banachraum
K™(£2) von 1.6) folgt sofort, daB die zu der Zerlegung £ = M @ N gehérige
Projektion p,, eine stetige Abbildung vom Banachraum FE auf den Hilbert-
raum M ist. Bezeichnet ¢ die kanonische Abbildung von E auf E, so gilt
@ = @up ° Par, WObEL @y, die Einschrinkung von ¢ auf M bedeutet. Da
@ ein Hilbertraumisomorphismus zwischen M und E ist, ergibt sich
aus dieser Darstellung, dall ¢ eine stetige Abbildung vom Banachraum F
auf den Hilbertraum £ ist. Im Banachraum E ist N als endlich dimensionaler
Teilraum ein topologisches Supplement des Teilraumes M. Damit sind alle
Voraussetzungen zur Anwendung der Theorie von Scheffold [12] gegeben.

DErINITION 2.1.  Es sei fe K™(£2) und { y,};.; ( Indexmenge) eine Familie
stetiger Linearformen auf dem Banachraum K™(£2). Eine Funktion s, € K™(2)
heifit eine L-Spline-Funktion, welche f beziiglich {y};, interpoliert, falls
gilt:

(@) yis) = yf) firalle ie

(B) plsp) < p(g) fiir alle g € K™(L2) mit y,(f) = y(g) fir alle ie L
Aufgrund von [12, 2.6.i und 1.5.(2)] gilt nun das folgende
THEOREM 2.2. (Existenz und Eindeutigkeit von L-Spline-Funktionen).

Es sei fe K™(2) und { y;};; eine Familie stetiger Linearformen auf dem Banach-
raum K™(2). Dann gilt:
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(x) Es existiert mindestens eine L-Spline- Funktion s; , welche f beziiglich
{ ¥i}ies interpoliert.

(B) Folgt aus ge N und y{(g) = O fiir alle ie I stets g = 0, so ist s,
eindeutig bestimmt.

Es bezeichne 92 den topologischen Rand von £,

KoROLLAR 2.3 (Verallgemeinertes Dirichlet-Prinzip). Zu jedem fe K™(£2)
gibt es mindestens ein g € K™(2), so daf gilt:

Sfiaa = gz ([dh. f(x) = g(x) fiir alle x € 02)

und p( g) < p(h) fir alle h € K™(Q2) mit hjag = fan -

Beweis. Man wihle {y}i;:= {e,: x€ 2}, wobei ¢, das Dirac-MaB
an der Stelle x bezeichnet.

3. APPROXIMATION VON LINEARFORMEN IM SINNE VON SARD

Mit Hilfe der Taylorentwicklung der Funktionen aus K™(£2) leiten wir
zunichst fir Funktionen f aus dem Teilraum M von K™(£2) eine spezielle
Darstellung der Linearformen aus dem starken topologischen Dual K™(2)’
her.

Es sei fe M und y € K™(§2). Dann besitzt f die Darstellung

Ty

=¥ [ ---f ey (%5 879 1, (5,0) ds,.
0<”J<""J"1J Z; ieJ°®
I gn—1

+ f - - O = )™ o ds fiiralle x € R™

Zn i=1

Wir betrachten nun ein festes p; .

Fir x € R" bezeichne y,, (x, s,c) die charakteristische Funktion des Quaders
Hiejc l Z; s X5 l in Hie.ﬂ R.; (.Rl = R). Ferner sei

¢pl(x, Sye) 1= ( [T sign(x; — zi)) - XPJ(x’ Se)-

ieJe

Wihlt man fiir die Linearform y die in Satz 1.7 angegebene Darstellung, so
erhilt man unter Anwendung des Lemmas 1.1 und des Satzes von Fubini:
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(f _ ,cf k, (%, 530) f, (550) dsﬂ)

- ¥ L} (f - f ke (3% 5,6) £ (5,) dsﬂ) + dpu(x)

0LHCm

¥ Tlor) 80fo) do

= z J.Q (L zeﬂf k(”)(x SJ”)f (SJ"') ds"c) d‘u.p(x)

ogHgm—1

- fg,w o

J. (f b, (x Sy0) kw)(x 8550 (sJ,) dsﬂ) dps 4(x)

m—-l 2

[ rnps

S (D [ 0650 KD 5,0 diay () + £, (50) £ (5,0) e

Qe 0LPLmM—1 v 2
Mit
G — s)" "
finl, 8) 1= zl_ll (mz ~ !

erhilt man auf dieselbe Weise

(1 [ o a)
N L 0<,,;m lf (%, ) ko (%, 5) dps(x) + gnls)| * fuls) ds.
Setzt man
Fafor) = T [ a0 K5 50 dig) + 83,0570
und

P = T [ e, ) KD () o) + ),

ogpm—1

so erhalten wir die folgende
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“PEANOKERN-DARSTELLUNG” der Linearform y:

3.1. Esist
Y= Y[ F (S dsse + [ 5s) fuls) s

0Py <my—1y " 250

1gidign-1
Bezeichnet % dasjenige Element aus dem Hilbertraum H, welches die
Koordinaten

((pr)O<p3<mJ~lj ? ym)
1clign-1

besitzt, so besagt die Darstellung 3.1 folgendes: Es ist y(f) = (Lf, ¥)u
fiir alle fe M. Setzt man 7 := L3/, so gilt y(f) = (f, ) fir alle fe M,
wobei (f, 7) das kanonische innere Produkt von M ist.

Verschwindet die Linearform y auf N, so ist die Norm von ¥ in H—wir
nennen sie die H-Norm von y—gleich der || - ||,-Norm von y in [12], 2.7
bzw. gleich der Norm von 9 € Z(E, R) in [13], Satz 8.

Aus [12], 2.7 bzw. [13], Satz 8 ergibt sich daher sofort der folgende
Approximationssatz:

THEOREM 3.2. Es seien y; k linear unabhiingige Linearformen aus K™((2)'
mit der Eigenschaft: fe N und y(f) =0 (1 <i < k) impliziert f=0.
Ferner sei y € K™(£2)' und y eine Linearkombination der y;. Dann gibt es
k eindeutig bestimmte L-Spline-Funktionen s, K™£2) mit y,(s;) = 8, (8;
Kroneckersymbol). Verschwindet y — ¥ auf N, so gilt in H die Ungleichung

4

1|y ~ %506 ) | <157,

d.h., die Linearform 2;;1 y(s;) y; ist beziiglich allen Linearkombinationen der
Vi, welche auf N mit y iibereinstimmen, im Hinblick auf die H-Norm eine
beste Approximation zu der Linearform y.

4, KONSTRUKTION VON L-SpLINE-FUNKTIONEN

In diesem Abschnitt wollen wir eine Methode zur Konstruktion von
L-Spline-Funktionen in K™(§2) beschreiben.

Es seien y; (I <7 << k) k Linearformen aus K™(£2)’, welche auf N linear
abhingig? sind. Ferner sei 7 := L;'§; fur 1 </ < k. Dann sind zwei
Falle zu unterscheiden:

4 Sind die y; linear unabhingig auf N, so ist das Spline-Interpolationsproblem ein reines
Interpolationsproblem (vgl. [12, S. 273).

640/23/3-6
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() Die Linearformen y; (1 < i < k) verschwinden auf N. In diesem
Fall sei G := {¥,,..., ,», wobei wir mit { #, ,..., #,> die lineare Hiille von
{#1 5..s F1} bezeichnen.

(f) Die Linearformen Yy, Vv (I < m < k) bilden im
algebraischen Dual N* von N eine Basis von (| ,..., Vriny (O.B.d.A.
konnen wir diese Indizierung annehmen.)

Dann lassen sich die y;;y (i = m + 1,..., k) als Linearkombination der
yan (1 < i < m)eindeutigin der Form

Yin = Z ar(i)yle (al(;i) e )
v=1 .
darstellen. In diesem Fall sei

G:= <5;m+1 - Z a£m+l)5)u seeesy y~lc - Z afk)yu>~
v=1

v==1

Es sei nun g € K™(£2) und s, eine L-Spline-Funktion, welche die Funktion
g beziiglich der Linearformen y; (I < i < k) interpoliert. Nach [12, 2.3]
ist in beiden Fillen die M-Komponente py(s,) von s, gleich der Orthogonal-
projektion der M-Komponente p,,( g) von g auf den Teilraum G des Hilbert-
raumes M. Bezeichnen wir die Orthogonalprojektion von M auf G mit
P, so gilt also py(s,) = Pg( pa( g)). Hat man auf diese Weise die Kompo-
nente p,(s,) bestimmt, so kann man in N eine Funktion # wihlen—was eine
reine Interpolationsaufgabe ist—so dal

yih) = yg —pmls))) (1 <i<k)
gilt.
Die Funktion & -+ pp(s,) ist eine L-Spline-Funktion, welche g beziiglich
der Linearformen y; (1 < i < k) interpoliert.

5. EIN BEISPIEL

Es sei 2 ={(x,y)eR% x®+ y? <1} die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe. Dann besitzt 2 die Quadereigenschaft beziiglich des Punktes
z = (0,0). Wir betrachten nun den Raum K®@2(2), welcher aus allen
Funktionen f(x;, x,) mit der folgenden Taylorentwicklung besteht:

™ S x5} = co0 + Cro¥1 + CouXa + €11%1 " X

[ = 0 foa it [ s — 0 i)
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0= D/ 5+ [ xlr = 9 o) ds

-+ J‘Oﬁﬂl J;azz (xl - S)(xz — t)f‘2,2(s, t) ds dt,

wobei ¢;,eR (i,k =0,1), fo, fi1s Sozs f1.2€ LXR) und =0 auBerhalb
[—1, 11, £5.. € L¥R?) und =0 auBerhalb L.
Wir behalten die Bezeichnungen der Kap. 2-4 bei. In diesem Fall ist

P = ([ o+ fha o+ fho 4 flad+ [ fraar?)

fiir alle fe K%9(2) (A Lebesgue-MaB),
N = {fe K2Q): f(x1, X;) = Co0 + C1,0%1 + CouXa + C11%:1X2 5 € € R}

und
(@)
M = {fe K®¥): f(0,0) = O fiir i = 0,1 und j = 0, 1}.
Wir behandeln nun die Spline-Interpolation in K*2(£2) beziiglich der
Linearformen

W) =00, (f) = g-g-(o, 0,  yf) = g{;(o, 0),

H) = 5B 0.0, ) = 10D,
el

== l- = ———
W) =130 und () = 50,0
Die Linearformen y; (1 < i << 7) sind offensichtlich stetige Linearformen
auf K22(£), versehen mit der in Satz 1.6 eingefiihrten Normtopologie.
Mit Hilfe der Taylorentwicklung an der Stelle z = (0, 0) 1idBt sich leicht
zeigen, daf3

V1IN s YaIn s Vain s Yain) = N*, Ysin = yun -+ $ain,
Yein = Yin + 2Van und Yun = ygn  gilt.

Aus Theorem 2.2 folgt nun, daBl es zu jedem fe K22((2) genau eine
L-Spline-Funktion s; € K®9(£2) gibt, welche f beziiglich der Linearformen
y: (1 <i<7) interpoliert. Es bezeichne S den linearen Teilraum der
L-Spline-Funktionen beziiglich der Linearformen y,. Es ist dim S = 7.
Wir bestimmen eine Basis {s, , S ,..., 5} von S mit der Eigenschaft y(s;) = 8.,
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(1 <i<7,1<j<7). Durch particlle Differentiation erhilt man aus
der Taylorentwicklung (*) folgende Darstellungen fiir die Linearformen y; :
Fiir alle fe M ist

y(f)=0 fir I <i<4,

1/2
0

yWh) =[G —0faods,

1/2
Mﬁ:L G — 5) fyo(s) ds

und

yif) = [ Froke) ds.

Es set M mit dem kanonischen inneren Produkt versehen. Wir bestimmen
jetzt die Funktionen j; € M mit der Eigenschaft y,( f) = (f, ;) fur alle fe M.
Aufgrund der vorhergehenden Darstellung der Linearformen y, sehen die
von 0 verschiedenen Koordinaten der Funktionen #; wie folgt aus:

fir 0 <<y

e ~ l - t
Fir g5 : fou() = 3(2) sonst

fir 0<s<}

.. ~ l - S
fur §ig : foo(s) = §(2) sonst

und 1 fir 0 1
e~ ijr < s <
fiir J, :  f1.0(5) = 30 sonst.

Die explizite Darstellung lautet dann:

Flxa,x) =0 fir 1 <i<4,

0 fir x, <0
Fs(x1, X) = {1x2° — (1/6) x5° fir 0 <x, <},
(1/8) x, — (1/48) fiir x, >3
0 fir x, <O
Fex1, x2) = {dx® — (1/6) x;® fir 0<x, <%
(1/8) x; — (1/48) fir x;, >}
und
0 fir x; <O
Folxy, X2) = { By, fir 0<x; < 1.
X9Xg — §X fiir x;, > 1

Nach Fall (8) von Kap. 4 erhalten wir G = { ¥, ¥ , #;>. Dies bedeutet
aber S:N+G:<§1’§2s§3’§47y~5’y~6ay~7> mit §l(x13x2)__;15
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§000, X)) = X1, Salxy,x) = x, und  §(x;, x,) = x; - x,. Die Basis
{8y 5.., 57} von S mit der Figenschaft y,(s;) = §;; lautet dann:

5y = § — 24(95 + Fe)s 5y = & — 127,

§g = §3 — 1295, Sy = 8§ — ¥, S5 = 245,

s = 249 und S; = Fq.

Fiir jedes fe K®2(Q2) ist somit die Funktion s; = ZZ-=1 y{(f) s; die ein-

deutig bestimmte Spline-Interpolierende, d.h., es gilt y,(f) = ydsy)

(1

<i<7? und p(s;) <p(g) fir alle ge K2¥(2) mit g +# s, und

yg) =y (H A <i<T).

10.

11.
12.

13.

14.

15.
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